STUDIUM STUDIUM GENERALE O STUDIUM

GENERALE A5 Matek Szekcid GENERALE A5
MATEMATIKA 2005-2013 b MATEMATIKA

JO

MATEMATIKA ERETTSEGI TIPUSFELADATOK MEGOLDASAI
EMELT SZINT

Koordinatageometria

1)

a) Egy derékszogii haromszog egyik oldalegyenese valamelyik
koordinatatengely, egy masik oldalegyenesének egyenlete
2x+y =10, egyik csicsa az origo. Hany ilyen tulajdonsagi
haromszog van? (6 pont)

b) Jeldlje e azokat az egyeneseket, amelynek egyenlete 2x+ y = b, ahol
b valos paraméter. Mekkora lehet b értéke, ha tudjuk, hogy van
koz0s pontja az igy megadott e egyenesnek és az origd kozépponta 4
egység sugaru kornek? (8 pont)

Megoldas:
a)
N\ 4
v
0 {10)
\2x+y=10
\
, %) 1772)
e A5, 0)
0] 1 \ ¥
\

A megadott 2x+y =10 egyenleti egyenes az A(5;0) és B(0;10) pontokban

metszi a tengelyeket (1 pont)

Az origobol az egyenesre bocsatott, ra meréleges egyenes egyenlete x —2y =0

(1 pont)

A két egyenes D metszéspontjanak koordinatai: D(4;2) (1 pont)

A megadott feltételeknek harom derékszégli haromszog felel meg

AOB haromszég, ahol A(5;0),0(0;0), B(0;10) (1 pont)

ADO haromszég, ahol A(5;0), D(4,2),0(0;0) (1 pont)

BDO haromszég, ahol B(0;10), D(4,2), O(0;0) (1 pont)

b) Az egyenesnek és a kornek akkor és csak akkor van kézds pontja, ha az
egyenleteikbdl allo egyenletrendszernek van megoldasa (1 pont)

A kor egyenlete: x* +y° =16 (1 pont)

Az egyenes egyenletébdl y =b—-2x.

Behelyettesités utan: x° +(b- 2x)2 =16 (1 pont)

5x° -4bx+b*-16=0 (1 pont)
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A kapott masodfoku egyenletnek van megoldasa, ha a D diszkriminans nem

negativ (1 pont)
(D=)320—-4b*>0 (1 pont)
ahonnan |b| < 45 (1 pont)
A b paraméter lehetséges értékei tehat a [—4\/5; 4\/5] elemei (1 pont)

Osszesen: 14 pont

2) A PQRS négyszog csicsai: P(3;-1), Q(1;3), R(-6;2) és S(-5;-5).
Dontse el, hogy az alabbi harom allitas koziil melyik igaz és melyik
hamis! Tegyen * jelet a tablazat megfelel6 mezodibe. Valaszat indokolja,
tamassza ala szamitasokkal!

a) A allitas: A PQRS négyszognek nincs derékszoge. (4 pont)
b) B allitas: A PQRS négyszog hurnégyszog. (4 pont)
c) C allitas: A PQRS négyszognek nincs szimmetriacentruma. (5 pont)
Igaz Hamis
A
B
C
Megoldas:
L
\ X
\ "
\
Igaz Hamis
A *
B
C

a) Az A allitas hamis (1 pont)
mert van derékszoge. Példaul SRQ szo6g (1 pont)
mert RQ(7;1) és ES(l;—7) (1 pont)
és igy RQ-RS=0, igy a négyszog R-nél 1évd szoge derékszog (1 pont)

b) A B allitas igaz (1 pont)
mert a PQRS négyszogben az R csuccsal szemko6zti P csucsnal 1évé szdg is
derékszog. (1 pont)
ugyanis PQ(-2;4) és PS(-8;-4), ezért PQ-PS =0 (1 pont)
Igy a PQORS négyszég szemkodzti szoégeinek oOsszege 180°(a hurnégyszog
tételének megforditasa miatt), tehat a négyszég hurnégyszog (1 pont)




STUDIUM STUDIUM GENERALE STUDIUM
GENERALE e Matek Szekcid GENERALE o)
h\ MATEMATIKA 2005-2013 A MATEMATIKA
C C
c) A C allitas igaz (1 pont)

mert ha lenne a négyszdgnek szimmetriacentruma, akkor a PQRS négyszog
paralelogramma lenne. Ehhez példaul az kellene, hogy az RQ(7;1) és a

PS(-8;-4) vektorok ellentett vektorok legyenek. (2 pont)

Ez csak ugy teljestilne, ha az egyik oldalvektor koordinatai (—1)-szeresei a

masik vektor koordinatainak. Ez viszont nem teljestl. . (2 pont)
Osszesen: 13 pont

3) Harom ponthalmazt vizsgalunk a derékszogi koordinata-rendszer (S)
sikjaban. Az A halmazt pontosan azok a pontok alkotjak, amelynek
koordinatai: 4x — 3y > 18, azaz A:= {P(x;y) €eS | 4x-3y= 18};

a B halmazt pontosan azok a pontok alkotjak, amelynek koordinataira:
x*+y*-6x+4y-12<0,

azaz B:= {P(x;y)eS ‘ x’+y®’-6x+4y-12< 0},

a C halmazt pontosan azok a pontok alkotjak, amelynek koordinataira:
y>=4,azaz C:= {P(x;y € S) ‘ vy’ =4}.

a) Abrazolja ko6zos koordinita-rendszerben a harom halmazt!
Fogalmazza meg, milyen geometriai alakzatok az A, a B és a C
halmaz pontjai! (8 pont)

b) Abrazolja Gjabb koordinata-rendszerben a B\ A halmazt! Fogalmazza
meg pontosan, hogy milyen geometriai alakzatot alkot ez a
ponthalmaz? (4 pont)

c) Abrazolja a BN C halmazt! Ennek a ponthalmaznak melyik P(x;y)

pontja van a legkozelebb illetve a legtavolabb a koordinata-rendszer

origojatol? (4 pont)
Megoldas:

a)
Az A halmaz pontjai a y = %x — 6 egyenletll egyenes alatti zart félsik pontjai

(1 pont)
Az A halmaz abraja (1 pont)

v

‘1._ 7 !
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A B halmaz pontja az (x—3)2+(y+2)2 =25 egyenleti kor és a kor belsé

pontjai (1 pont)
A kor koézéppontja K (3; —2) , sugara r =5 (1 pont)
A B halmaz abraja (2 pont)
A C halmaz pontjai az y=2 és y=-2 egyenletl parhuzamos egyenesek
pontjai (1 pont)
A C halmaz abraja (1 pont)

b) A B\ A halmaz abrazolasa:

v 4
) ,
7

VEXT6

N

N
o~
o

L -~ -

’
7

A B\ A halmaz pontjai egy félkérlemez pontjai, amihez a félkériv és a belsd
pontok hozza tartoznak, de a kér DE atmérdje nem. (Az atméré végpontjai

D(0;-6) és E(6;2).) (2 pont)
A ponthalmaz pontjai a DE atméro folott vannak. (1 pont)
c)
’B
X B2} ,

A BN C halmaz a B ponthalmaz hatarolo kérének két parhuzamos hurja;
A hurok végpontjai: (0;2) és (6;2), valamint (-2;-2) és (8;-2).
(ez utobbi hur egyben atmeérd is)

A BN C halmaz abrazolasa: (1 pont)
Az origotol a legmesszebb a (8;-2) pont (1 pont)
legkozelebb a (0;2) és a (0;-2) pont van (2 pont)

Osszesen: 16 pont
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a) Abrazolja a [0;6] intervallumon értelmezett x> x*-8x+11
hozzarendeléssel megadott fiiggvényt (3 pont)
b) Adja meg a y=x*-8x+11 egyenlettel megadott alakzat P(5;-4)
pontjaban huzott érintéjének egyenletét. (11 pont)
Megoldas:
a) A helyes parabola abrazolasa az adott intervallumon (3 pont)
b) A parabola egy adott pontjaba huzott érinté meredekségét itt az elsé derivalt
segitségével kaphatjuk meg. y'=2x-8 (4 pont)
Az érintési pont els6é koordinatajanak behelyettesitésével: y'(5)=2=m(2 pont)
y=mx+b P(5;-4)
—-4=10+b (2 pont)
b=-14
Az érintd egyenlete: y =2x-14 (2 pont)
Osszesen: 13 pont
5) Egy haromszog két oldalegyenese az x tengely és az y = %x egyenleti

egyenes. Ismerjiilk a haromszog beirt korének egyenletét is:
(x-4)" +(y-2)° =4. irjuk fel a hiromszég harmadik oldalegyenesének

egyenletét, ha a haromszog egyenld szara és
a) az alaplapja az x tengelyre illeszkedik (7 pont)
b) az adott oldalegyenesek a haromszog szaregyenesei! (9 pont)
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Megoldas:
a)
e /
X
/{ —~
A | &
t // \ \\
4 \F _J/ >
1 F B x
/ h
A keresett haromszog egyik csuicsa a koordinatarendszer origoja, a haromszog
beirt kérének kozéppontja K (4;2) (1 pont)
Az egyenl6 szaru haromszog szimmetriatengelye athalad ezen a kézépponton
(1 pont)
Ha az ABC haromszég alapjanak egyenese az x tengely, akkor a
szimmetriatengelyének egyenlete x =4 (1 pont)
Mivel A(0;0) és AB oldalél F felezépontja (4;0), ezért B(8;0) (1 pont)
A C csucs az AC oldalegyenes [y = %x} €és a szimmetriatengely (x = 4)
) . 16
metszéspontja C 4;? (1 pont)
. —= 16
A BC oldalegyenes egy iranyvektora BC —4;; (1 pont)
Igy a BC oldalegyenes egyenlete 4x + 3y = 32 (1 pont)
b)
J"“

A

e

~
N
/
[

Y

\

r AN
A | & )\
/\

—/
//l1 A\ME

+~

Ha P(O;O) és a POR haromsz6g alapjanak egyenese a QR egyenes, akkor a

PK a QR egyenes egy normalvektora. PK =(4;2). A QR egyenes egyenlete
2x+y=c, ahol cvalos (1 pont)
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A megadott kor akkor lesz a QPR haromszog beirt kére, ha a QR egyenes
érinti a kort. Vagyis a koérnek és az egyenesnek egy kozos pontja van. Tehat az
a c felelhet meg, amelyre az alabbi egyenletrendszernek egyetlen gydke van:

2x+y=c
(x—4>2+<y—2>2=4}

Az els6 egyenletbdl y-t kifejezve, a masodikba behelyettesitve és rendezve

(1 pont)

kapjuk, hogy: 5x°> —4cx+c> —4c+16=0 (3 pont)
Egyetlen gy6kot pontosan akkor kapunk, ha a diszkriminans nulla, vagyis
D=-4c®>+80c-320=0 (1 pont)
Ebbél ¢, =10++/20, ¢, =10-+/20 (1 pont)
A c, értéke nem felel meg, mert ekkor a kér a haromszog kiviilrél érinté kore
lenne (1 pont)
A keresett QP egyenes egyenlete: 2x+y =10+ J20 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

6) Adott a K(t)=t>+6t+5 polinom. Jelélje H a koordinatasik azon
P(x;y) pontjainak halmazit, amelyekre K(x)+ K(y)<O.

a) A H halmaz pontjai koziil véletlenszeriien kivalasztunk egyet.

Mennyi annak a valésziniisége, hogy a kivalasztott pont az C(-3;3)

ponttol 2 egységnél nem nagyobb tavolsagra van? (9 pont)
Az f fiiggvényt a kovetkezoképpen definialjuk:

F:R=R, f(x)=x>+6x+5
b) Szamitsa ki az f fiiggvény grafikonja és az x tengely altal kozbezart

sikidom teriiletét! (7 pont)

Megoldas:

a) K(x)+K(y)=x*+6x+5+y°+6y+5<0 (1 pont)
A bal oldali kifejezés teljes négyzetté kiegészitéssel a kovetkezd alakra
hozhato: (x+3)2 +(y+3)2 <8 (1 pont)
a H halmaz a (-3;3) kozéppontt (1 pont)
J8 sugaru zart korlap (1 pont)
A kérdéses valoszinliség a geometriai modell alapjan a két koncentrikus
korlap teriletének aranyaként szamolhato (2 pont)
A kedvezd tartomany a C(—3;3) kozéppontu, 2 egység sugaru zart korlap,
ennek tertlete 4n (1 pont)
A teljes tartomany a H halmaz, ennek tertilete 8= (1 pont)
Igy a keresett valoszintiség P = ; = % (1 pont)

T

b) Az ffliggvény zérushelyei -5 és 1 (1 pont)
Mivel f féegytitthatoja pozitiv, a masodfoku fiiggvény a két zérushelye kozott
negativ értékeket vesz fel (1 pont)
kérdéses tertlet a figgveény két zérushely kozotti integraljanak -1-szerese

(1 pont)
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T:—I(xz+6x+5)dx:—{x—3+3x2+5x}
5 3 -5

behelyettesités utan,

a keresett tertilet nagysaga 32 .

STUDIUM

GENERALE w

MATEMATIKA

71O

(2 pont)

(1 pont)
(1 pont)

Osszesen: 16 pont
7) Az aés b vektor koordinatai a t valés paraméter fiiggvényében:
b(cost;sint) és b = (sin2 t; cos? t)
a) Adja meg a és b vektorok koordinatainak pontos érékét, ha t az St
szamot jeloli! (2 pont)

b) Mekkora az a és b vektorok hajlasszoge t = % esetén? (A keresett

szoget fokban, egészre kerekitve adja meg!) (5 pont)
c) Hatarozza meg t olyan valdos értékeit, amelyek esetén a és b
vektorok merdlegesek egymasra! (7 pont)
Megoldas:
a) g(cosﬁ;sin@j:g —E;1 (1 pont)
6 6 2 2
I_)(s.in2 5—7T;cos2 5—”) = l_)(l,g) (1 pont)
6 6 4 4

b) Jeldljuk a két vektor altal bezart széget a-val. A koordinataival adott vektorok

J3 1.1 3 3-43

skalaris szorzata kétféleképpen is kiszamithato: ab = [——J L=

2 )4 24 8
(1 pont)
illetve ab =|a||b|cos o (1 pont)
Mivel |a|=1 és |b|= 10 :@ (1 pont)
16 4
Ezért @cosoc: 3_\/5, ebbdl cosa = 3-V3 ~ 0,2005 (1 pont)
8 210

Innen o ~78,43°. Tehat a két vektor ebben az esetben kb. 78°-0s szoget
zar be. (1 pont)
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c) A két vektor akkor és csak akkor merélege egymasra, ha ab=0 (1 pont)
A keresett t ismeretlent a szokasosabb moédon x jeldli. Mivel
ab = cos xsin® x +sinxcos® x, igy a cosxsin’®x+sinxcos®’x=0 egyenlet
megoldasa a feladat. Azonos atalakitassal adodik:
cos xsinx(sinx+cos x) =0 (1 pont)
Ez a szorzat pontosan akkor nulla, ha
cos x =0 vagy sinx =0 vagy sinx+cosx=0 (1 pont)
(1) x:g+nn,ahol neZ vagy (1 pont)
(2) x=kmn, ahol k € Z vagy (1 pont)
(3) sinx+cosx=0
A (3) alatti egyenletnek nem megoldasai azok az x szamok, amelyek
koszinusza 0, igy az egyenlet megoldashalmaza azonos a tgx =—1 egyenletével
(1 pont)
Azaz x=37rc+mn,aholmeZ (1 pont)
A két vektor tehat pontosan akkor merdleges egymasra, ha t= ng vagy
3n
t:T+mn, ahol nnmeZ
Osszesen: 14 pont
8) Egy egyenlé szari haromszog szarainak metszéspontja C(O; 7) pont, a
szarak hossza /53 egység. A haromszog masik két csicsa (A, B)
1 ., -
illeszkedik az y = —sz + 1 egyenletu parabolara.
a) Szamitsa ki az A és a B pont koordinatait! (6 pont)
b) Irja fel az ABC haromszog egyik szaregyenesének egyenletét! Ennek
az egyenesnek és a parabolanak tovabbi ko6zos pontja D. Hatarozza
meg a D pont koordinatait! (4 pont)
c) Mekkora teriiletii részekre bontja az ABC haromszoget a parabola
ive? (6 pont)
Megoldas:
a) A keresett két csucs rajta van a C kdzéppontu 53 egység sugaru kordn. A

kor egyenlete: x* +(y - 7)2 =53 (1 pont)
A keresett pontokat a kovetkez6 egyenletrendszer megoldasa adja:
1
y=——x +1
4 (1 pont)
x*+(y-7) =53

Az elsé egyenlet atalakitasaval: x* = -4y +4. Az x° kifejezést behelyettesitve a

masodik egyenletbe kapjuk, hogy: y* -18y =0 (1 pont)
Innen y, =0 és y, =18. (1 pont)
Ezek kozul csak az y, =0 ad megoldast (1 pont)
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Behelyettesitve az elsé egyenletbe: x* =4 . Innen x, =-2 és x, =2
A keresett két pont: A(-2;0) és B(2;0) (1 pont)
A BC egyenes egyenlete: 7x +2y =14 (1 pont)

A D pont koordinatait a 7x+2y =14 ésa y = —ixQ +1 gdrbék B-t6l kulénb6zé

metszéspontjai adjak. (1 pont)
7x—%x2:12 gyokei x, =2 és x, =12 (1 pont)
D(12;-35) (1 pont)

(A masik szaregyenes egyenlete: AC:7x—-2y=-14, ko6z0s pont pedig
D(-12;-35).)

c
I\
\
) \
/
A A
4 R
1\L< x
/ N
/ \
Az ABC haromszog tertlete: AB2- M _ 4é7 =14 (1 pont)
A parabola két részre osztja a haromszoget. (1 pont)
A kisebbik rész tertiletének fele a szimmetria miatt:
2
J.(—lx2+1]dx:i (2 pont)
L4 3
A haromszognek parabolaiv ala esé tertlete: % (tertiletegység) (1 pont)
) , . . . 8 34
A haromszoégnek a parabolaiv felé esé tertilete: 14 — 3 = 3 (te) (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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9) Az ABCD konvex négyszog oldalegyeneseinek egyenlete rendre:
DA:3x-4y-20=0 AB:3x+5y—-20=0

BC:4x-3y+12=0
a) Igazolja, hogy a négyszog atléi az x és az y tengelyre illeszkednek,
(8 pont)
(8 pont)

CD:5x+3y+15=0

tovabba, hogy ennek a négyszognek nincs derékszoge!
b) Bizonyitsa be, hogy a négyszog hurnégyszog!
Megoldas:
a)
az egyenes x tengelyen 1évd pontja | y tengelyen 1évé pontja
DA:3x—-4y—-20=0 (%;Oj (0;-5)
20
AB:3x+5y—-20=0 ?;O (0;4)
BC:4x-3y+12=0 (-3;0) (0;4)
CD:5x+3y+15=0 (-3;0) (0;,-5)

A DA és az AB egyenesek metszéspontja az x tengely A = (%;O] pontja

(1 pont)
Az AB és a BC egyenesek metszéspontja az y tengely B = (0;4) pontja

(1 pont)
A BC és a CD egyenesek metszéspontja az x tengely C = (—3;0) pontja

(1 pont)
A CD és a DA egyenesek metszéspontja az y tengely D =(0; —5) pontja

(1 pont)
A csucspontok alapjan belattuk, hogy az ABCD négyszég AC atléja az x, a BD
atloja pedig az y tengelyre illeszkedik (1 pont)
Felirjuk az oldalegyeneseket és egy-egy normalvektorukat (2 pont)

az egyenes egy normalvektor
DA:3x-4y-20=0 (3;—4)
AB:3x+5y—-20=0 (3;5)
BC:4x-3y+12=0 (4-3)
CD:5x+3y+15=0 (5;3)

A normalvektorok kozott és ezért az egyenesek kozt sincs két egymasra meréleges
(skalarszorzatuk nem 0), ezért az ABCD négyszégnek nincs derékszdge

-11 -
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Legyen y = BCD<« és o = DAB<
Vektorok skalarszorzataval fogjuk kiszamitani két szemkoOzti szog
CB-CD

koszinuszat. cosy = ——— (1 pont)
CB||cD]

ahol CB =(3;4) és CD =(3;-5) (1 pont)

CB-CD=-11, |CB|=5 és |CD| =34 (1 pont)
11

COSy =——— 1 pont

7= "503 (1 pont)

Cosa:M,ahol E:(—@Aj és E:(—@;—Sj (1 pont)

|AB||AD 3 3
TB-Ezﬁ, E‘= Sha és ‘?D"=§ (1 pont)
9 3 3

CoSs oL = _11 (1 pont)

534

A y € az o szogek tehat kiegészit6 szogek, az ABCD négyszog hurnégyszog
. (1 pont)
Osszesen: 16 pont
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10) Az x*> =2y egyenletii parabola az x>+ y®> <8 egyenletii korlapot két

részre vagja. Mekkora a konvex rész teriilete? Szamolasa soran ne
hasznalja a © kozelito értékét! (16 pont)

Megoldas:

Q

Az x*+y° =8 egyenletll kér kézéppontja és a parabola tengelypontja is az
origé (O) (2 pont)
A metszéspontok meghatarozasa:

2y = x°
x*+y*=8

y*+2y-8=0 (2 pont)
y=2 y,=-4
amelyek kozil az y =2 a feladatnak megfeleld (1 pont)
A CD hur a koérlapbdl egy olyan korszeletet vag le, amelynek a koézépponti
szbge g(: 90°), mert (1 pont)
az OD és OC is egy-egy négyzet atloja (1 pont)
Tkérszelet = %rz ((X - SinO(.) =
igy a terulete: 1 (2 pont)
:—-8-(E—sinﬁj=2n—4
2 2 2
A parabolabédl a CD hur altal levagott parabolaszelet tertlete:
B x2 2 xQ
parabolaszelet = TABCD - J. ?dx = 4 ’ 2 - I E =
) B N (5 pont)
3
_s_|X | —sg_ i_(_ij _16
6 |, 3 3 3
A konvex rész terulete:
16 4

T = Tkérszelet + Tparabolaszelet = 2TC - 4 + ? = 27'C + 5 (1 pOl’lt)

Osszesen: 16 pont
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11) Adott a sikbeli derékszogi koordinata-rendszerben az

x>’+y*+6x+4y—-3=0 egyenletii kor. Ebbe a korbe szabalyos

haromszoéget irunk, amelynek egyik csiicsa A(1;-2).

a) Szamitsa ki a szabalyos haromszog masik két cstcsanak
koordinatait! Pontos értékekkel szamoljon! (11 pont)

b) Véletlenszeriien kivalasztjuk az adott kor egy bels6é pontjat. Mekkora
a valésziniisége, hogy a kivalasztott pont a tekintett szabalyos
haromszognek is bels6 pontja? Valaszat két tizedes jegyre kerekitve

adja meg! (S pont)

Megoldas:

a) Teljes négyzetté  alakitassal és rendezéssel a  koér egyenlete:
(x+3)2+(y+2)2:16 (1 pont)
innen a koér koézéppontja K (-3;-2), sugara r =4 (1 pont)
A kor K koézéppontja az ABC szabalyos haromszog sulypontja. (1 pont)
Az AK szakasz a haromszog AF sulyvonalanak kétharmada (1 pont)
ahonnan F(-5;-2). (1 pont)

A szabalyos haromszég AF sulyvonala egyben oldalfelezé merdleges is (1 pont)
igy a BC oldalegyenes az AF sulyvonalra F-ben allitott merdleges egyenes

(1 pont)

A BC egyenes egyenlete tehat x =-5 (1 pont)

A kor egyenletébe behelyettesitve: y, = 23 -2 és Y, = —2J3-2 (2 pont)
A szabalyos haromszodg masik két csucsa: B(—S; 2./3 - 2) €és C(—S; 2.3 - 2)

(1 pont)

b) A kérdéses valoszinliség a beirt szabalyos haromszog és a kor tertiletének

hanyadosa (2 pont)

A kor tertilete: T, =r’n (1 pont)

2 o 2 .
A szabalyos haromszog tertlete: T, =3- r 3115120 _3r 4\/§ (1 pont)
A keresett valoszinuség: P = % = 34\_5 =~ 0,41 (1 pont)
k
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12) irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik illeszkedik a P(2;5)
pontra, valamint az x+y=4és x+ y =6 egyeneseket olyan pontokban

metszi, amelyek els6 koordinatajanak kiilonbsége 3. (16 pont)
Megoldas:

A feltételek és az adatok alapjan a keresett egyenes nem lehet parhuzamos az
y tengellyel, ezért egyenletét kereshetjuk azy = mx + balakban (1 pont)
Mivel a P(2;5) pont illeszkedik az egyenesre, ezért 5=2m+b (1 pont)
ahonnan b=35-2m és az igy keresett egyenes egyenlete y =mx+5-2m

(1 pont)
Az adott egyenletli egyenesek és a keresett egyenes metszéspontjanak elsé
koordinatajat a megfeleld egyenletekbdl alloe parameéteres
egyenletrendszerekbél hatarozhatjuk meg. (1 pont)
x+y=4

(1 pont)
y=mx+5S-2m
y-t az els6 egyenletbe behelyettesitve és rendezve: (m + l)x =2m-1 (1 pont)
Mivel m=-1 esetén a két adott egyenessel parhuzamos egyenest kapunk,
ezért m# -1 (1 pont)
és x, = 2m -1 (1 pont)

m+1
Xx+y=6 \ ‘e . :
egyenletrendszerbdl az el6z6h6éz hasonlé moédon kapjuk,
y=mx+5-2m
2m+1
hogy x, = (1 pont)
m+1

A feltétel szerint x, —x, =3 (1 pont)
vagy x, —x, =3 (1 pont)
Az els6 esetben m, = —% (1 pont)
a masodik esetben m, = —% (1 pont)

A kapott értékeket behelyettesitve kapjuk, hogy b, = %, illetve b, = %

(1 pont)
A feltételeknek eleget tevé egyenesnek egyenlete:
y:—§x+2—35 (5x+3y =25) (1 pont)
y:—%x+% (x+3y=17) (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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13) Az y = ax + b egyenletii egyenes illeszkedik a (2;6) pontra. Tudjuk, hogy

a < 0. Jeldlje az x tengely és az egyenes metszéspontjat P, az y tengely
és az egyenes metszéspontjat pedig Q. Irja fel annak az egyenesnek az
egyenletét, amelyre az OPQ haromszog teriilete a legkisebb, és szamitsa

ki a teriiletét (O a koordinata-rendszer origdjat jeloli)! (16 pont)
Megoldas:
Mivel a (2;6) pont rajta van az egyenesen, ezért 6=2a+b és b=6-2a
(1 pont)
Ezzel az egyenes egyenlete: y=ax+6—-2a (1 pont)
Ez az egyenest a P[Q —E;ijontban, (1 pont)
a
az y tengelyt a Q(0;6 —2a)pontban metszi (1 pont)
Mivel a <0, ezért 2 - ° és 6-2ais pozitiv (1 pont)
a
A levagott haromszog tertlete: T'(a)= %[2 - éj (6-2a) (1 pont)
a
. 18
Ebbél: T(a)=12-2a-— (1 pont)
a

Ennek a minimuma ott van, ahol a - T(a) (a < 0) fuggvény derivaltja nulla

(1 pont)
, 18
T'(a)=-2+— (2 pont)
a

ez 0, ha a=3 vagy a=-3 (1 pont)
Mivel a <0, ezért a=-3 (1 pont)
Ez valoban minimumhely, mert 7"(-3) >0 (1 pont)
Ha a=-3, akkor b=12 (1 pont)
A keresett egyenes egyenlete: y =-3x+12 (1 pont)

A legkisebb tertilet 24 egység (1 pont)
Osszesen: 16 pont
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14) Az ABC haromszog oldalegyeneseinek egyenlete:
AB: y=0
BC: x+10y =20
1
CA: y=—x-4
Y 2
a) Szamitsa ki a haromszog csucspontjainak koordinatait! (7 pont)
b) Szamitsa ki a hairomsz6g B csiicsnal 1évo belsé szogét! (4 pont)
Megoldas:
a)
Az y=0 egyenest, vagyis az x tengelyt x+10y=20 egyenes a B(20;0)
pontban (2 pont)
az y = %x —4 egyenes az A(8;0) pontban metszi (2 pont)
Az x+10y =20 és y= éx —4 egyenletekbdl allo egyenletrendszer megoldasa
x=10és y=1 (2 pont)
ezért a haromszoég harmadik cstucsa C(10;1) (1 pont)
b) Legyen a C-bél huzott magassag talppontja T. A CTB derékszogu
haromszogbdl tgp =0,1 (3 pont)
Igy B~ 5,71° (1 pont)

Osszesen: 11 pont
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15) Egy haromszog két csiicsa A(8;2); B(-1;5) a C csiics pedig illeszkedik az
y tengelyre. A haromszog koré irt kor egyenlete:
x*+y’-6x-4y-12=0
a) Adja meg a haromszog oldalfelez6 merodlegesei metszéspontjanak

koordinatait! (3 pont)
b) Adja meg a haromszog sulypontjanak koordinatait! (8 pont)

Megoldas:

a) Az oldalfelez6 merdlegesek metszéspontja a koré irt kor kézéppontja (1 pont)
A koré irt kor egyenlete (x— 3)2 +(y- 2)* =25 (1 pont)
Ebbdl az oldalfelezé merdlegesek koézéppontja O(3;2) (1 pont)

b) A C pont illeszkedik az y tengelyre, ezért ha c jeloli a C pont masodik
koordinatajat, akkor C(0;c). (1 pont)
C illeszkedik a kérre, ezért (—3)2 +(c- 2)2 =25, tehat (c- 2)2 =16 (1 pont)
Ebbél ¢, = 6; ¢, =2, azaz a C csucsra két lehetéség van: C,(0;6), C,(0;-2)

(2 pont)

Az ABC, haromszo0g sulypontja: S (8 ~1+0 ; 2+5+ 6j =S, (Z,Ej (2 pont)
3 3 3 3

Az ABC, haromszég sulypontja: S, (8 _:1))+ 0 ; 2+ Z — 2) =S, (g,g) (2 pont)

Osszesen: 11 pont
16)Az A pont helyvektora: OA(lga;lgh); a B pont helyvektora:
ﬁ(lgab;lgkj, ahol a és b olyan valdos szamokat jelolnek, melyekre

a

O<a<l,illetve 1< b teljesiil.
a) Bizonyitsa be, hogy a B pont mindkét koordinataja nagyobb az A

pont megfelelo koordinatainal! (3 pont)

b) Bizonyitsa be, hogy az OA - OB vektor merodleges az OA vektorra!
(3 pont)
c) Mekkora az OA és OB vektorok hajlasszoge? (4 pont)

d) Legyen a=%, b pedig jeloljon tetszoleges 1-nél nagyobb valés

szamot. Adja meg (egyenletével, vagy a derékszogi koordinata-
rendszerben abrazolva) az A, illetve B pontok halmazat! (6 pont)

Megoldas:
a) Mivel lgab=I1ga+I1gh, és lgézlgb—lga, igy B(lga+1gh;lgb—Ilga) (1 pont)
a

Bizonyitando tehat, hogy lga <lga+1gb és 1gb<lgb-1ga (1 pont)
rendezés utan kapjuk, hogy lgb >0 és 1ga >0.

A feltételek szerint O <a <1, illetve 1< b, és a tizes alapu logaritmus fliggvény
szigorian nové a pozitiv szamok halmazan, valamint Igl =0, tehat mindkét

egyenlotlenség igaz (1 pont)
-18 -
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(54 —o—B') - BA(-lgh;lga) (1 pont)

Mivel az OA és az OA-OB vektorok skalaris szorzata a megfelel6
koordinatak szorzatanak Osszege, vagyis

OA - (O—A — OTB) =—lga-lgb+lgh-lga=0, tehat a két vektor merdleges
egymasra (2 pont)
OA, OB és OA-OB egyike sem nullvektor. Mivel

04| = Jiga+1g’b = 0A-OB| (2 pont)
tehat az OAB haromszog egyenld szaru és derékszogu (1 pont)
igy (@; @) X =45°

A(-11gb) (1 pont)

A tizes alapu logaritmus fliggvény szigora noévé, folytonos, feltilrél korlatos
fuggvény, igy 1gb tetszdleges pozitiv értéket felvehet.

Ezért az A pontok halmaza azon nyilt kezdépontu félegyenes, amelynek (x;y)

koordinatai kielégitik az x = -1 egyenletet és az O <y egyenlétlenséget.(1 pont)

-~

v

B(lgb-11gb+1) (1 pont)
A B pont masodik koordinataja 2-vel nagyobb az elsé koordinatajanal
(lgb+1=(1gb-1)+2) (1 pont)

lgb—1 tetszdleges, (—1) -nél nagyobb szam lehet, igy lgb+1 tetszdleges 1-nél
nagyobb értéket vesz fol. (1 pont)
Igy a B pontok halmaza azon nyilt kezddopontu félegyenes, amelynek
(x;y) koordinatai kielégitik az y=x+2 egyenletet és az -1l<x
egyenlotlenséget

v

(1 pont)
Osszesen: 16 pont
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17) A Csendes-6cean egyik kis szigetétol keletre, a szigettél 16 km
tavolsagban elsiillyedt egy fold koriili Giton jaro vitorlas. A legénység egy
mentocsonakban segitségre var, a naluk 1évo jelado késziilék hatosugara
mindossze 6 km. Amikor a vitorlas elsiillyedt, akkor a szigettol délre, a
szigettol 24 km tavolsagra volt egy tengerjaré hajéo. Ez a hajo allandéan
északkeleti iranyba halad, a hajotorottek pedig a vitorlas
elsiillyedésének helyérol folyamatosan kiildik a vészjeleket.

a) Igazolja, hogy a tengerjaro legénysége észlelheti a segélykéro jelzést!(7 pont)

Egy 1,5 km magassaghan halado repiilogép éppen a sziget felett van,

amikor a repiilégép fedélzeti miiszerei észlelik a tengerjaré hajot, amely

a vitorlas elsiillyedése 6ta 20 km-t tett meg.

b) Mekkora depresszio szog (lehajlasi szog) alatt észlelik a miiszerek a
tengerjarot? Valaszat fokban, egészre kerekitve adja meg! Szamitasai
soran a Fold gorbiiletétodl tekintsen el! (7 pont)

Megoldas:

a) A feladat feltételeit felttintet6 jo abra.
A sziget az S, a metdécsonakot az M, a tengerjaro
hajot a H pont jeloli. A hajo utjanak és az SM

egyenesnek a metszéspontjat jelélje A. (2 pont)
A HSA haromszog derékszodgl, egyenlé szaru, ezért
AS =24 km (1 pont)
MA = 8 km (1 pont)
Valamint az APM haromszog derékszogli és van
45°-0s szbge (1 pont)
Ezért MP = 4\/§(z 5,7) (1 pont)
Mivel MP <6 km, ezért a hajo legénysége
észlelheti a jelzéseket. (1 pont) .

b) A feladat feltételeit felttintet6 jo abra = y A
A reputilégép (R), a sziget (S) és a tengerjar6 hajé (T) egy S~ .. ==/
nél derékszogli haromszég harom csucsaban helyezkedik S"\A\? 477”
el. (1 pont) 2\4\\\@ 20
Az ST tavolsagot koszinusztétellel szamolhatjuk ki bk N
ST? =24° +20% —2-24-20 - cos 45° (2 pont)

ST ~17,2 km (1 pont)

A depresszido szdg nagysaga megegyezik a TRS derékszogli haromszog RTS

szogének nagysagaval (valtoszodgek). (1 pont)
RS 1,5

tgRTS« s~ 17.2 (1 pont)

A depresszio szog kb 5° nagysagua (1 pont)

Osszesen: 14 pont
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18) A derékszogi koordinata-rendszerben az ABC haromszog csucsai:
A(2;1), B(7;-4), C(11; p). Hatirozza meg a p paraméter pontos értékét,

ha a haromszog B csiicsanal levo belso szoge 60°-os. (16 pont)
Megoldas:

Az ABC haromsz6g AC oldalara felirva a koszinusz tételt:

AC? = AB* +BC?*-2.-AB-BC-0,5 (2 pont)
AB? =50 (1 pont)
BC2:16+(p+4)2 (1 pont)
p>+8p+32 (1 pont)
AC2:81+(p—1)2 (1 pont)
p>—2p+82 (1 pont)

A kapott értékeket visszahelyettesitve a koszinusztételbe a koévetkezét kapjuk:

p2—2p+82=p2+8p+32—«/50-«/p2+8p+21 (1 pont)

Rendezve: \/50(p2 +8p+ 32) =10p (2 pont)
Mivel a baloldalon pozitiv szam all ezért p > O (1 pont)
Négyzetre emelve és egyszerusitve:

p’+8p+32=2p° (1 pont)
Amibél adédik p? -8p-32=0 (1 pont)
Ebbek az egyenletnek a gyodkei:

p=4+4l3 p,=4-43 (2 pont)
Mivel p > O, ezért csak a p; =4 +44/3 megoldas lesz jo (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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19) Az ABCD hirtrapéz koéré irt kérének egyenlete (x—3)2+(y-2)2=100.
A hurtrapéz szimmetriatengelyének egyenlete 2x—-y=4. A trapéz AB
alapjanak egy belsé pontja P(-5;1), BC szarinak hossza pedig 1042

egység. Hatarozza meg a trapéz csucsainak koordinatait! (16 pont)
Megoldas:
A trapéz alapjanak egy normalvektora az Q(1;2) vektor (1 pont)
A P(-5;1) ponton athaladé AB alap egyenlete x+2y =-3 (1 pont)

Ennek a trapéz koré irt korrel valéo metszéspontjait tehat a trapéz két csucsanak
koordinatait az

(x-3) +(y-2)* =100

egyenletrendszer megoldasai alkotjak (1 pont)
x+2y=-3

Az x=-2y-3 kifejezést behelyettesitve a koér egyenletébe az y*>+4y-12=0
masodfoku egyenletet kapjuk. (1 pont)

Jelolje a trapéz koré irt kér kdzéppontjat K.
Mivel a kor sugara 10 egység, a trapéz szarai pedig 1042 egység hosszuak, az

AKD és a CKB haromszogek derékszoguiek. (2 pont)
Ezért KA(-10;0) vektor 90°-os elforgatottja a KD vektor, a KB(6;—8) vektor 90°-
os elforgatottja pedig a KC vektor. (1 pont)
Ezért vagy KD(0;10) vagy KD(0;-10) (2 pont)
Azaz vagy D(3;12), vagy D(3;8) (1 pont)
A (3;—8) pont a trapéz szimmetriatengelyének A-val ellentétes oldalan van, igy a
jo megoldas D(3;12) (1 pont)
Hasonl6an vagy KC(8;6), vagy KC(-8;-6) (2 pont)
Azaz C(11;8), vagy C(-5;—4) (1 pont)

A (—5; —4) pont a trapéz szimmetriatengelyének B-vel ellentétes oldalan van, igy
tehat C(11;8) (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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