Kombinatorika, valészinliségszamitds

Permutdcidk, varidcidk, kombindcidk

A kombinatorika a matematikanak az az aga, amelyik véges halmazokkal foglalkozik, és egyik kulcs kérdése:
hanyféleképpen? A koézépiskolai tanulmanyok soran az alabbi kombinatorikai kérdésekkel szoktunk foglalkozni:

e Permutaciok: Véges szamu elemet hanyféleképpen lehet elrendezni, sorbaraknz?

o Adott szamu elem valamely sorrendjét az adott elemek egy permutacidéjanak nevezziik.

o nkillénbéz6 elem Ssszes permuticidjinak a szama: P, =n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1

o0 Megallapodas szerint 1!1=1 és 0!=1

e Variaciok: Véges szamu elem kozil adott szamu elemet hanyféleképpen lehet Aivdlasztani, gy hogy a
kivalasztas sorrendye is fontos?

o Ha egynelemi halmaz elemeibdl agy képeziunk k hosszasigi elemsorozatokat, k <nhogy azok
sorrendje is fontos, és minden elemet csak egyszer valasztunk ki, akkor ezt az eljarast varialasnak
mondjuk. Az igy kapott elemsorozatokat variacionak nevezzilk. Az Osszes lehet6ségek
szamat, n elem k-ad osztalyt varidcionak szamat Vi -val jeloljiik.

|
o nkiilénb6z6 elem £-ad osztilyt variacidinak szima: Vnk =n- (n - 1)' e (” —k+ 1) = ( n.k)|
n—=k)

o Ha egy elemet t6bbszor is kivalaszthatunk ismétléses variaciorol beszélink.

o nkilénbozé elem £-ad osztalyd ismétléses variacidinak szama:V,

n,ism

k
=n

e Kombinaciok: Véges szamu elem kézil adott szamu elemet hanyféleképpen lehet kivdlasztani Ggy, ha a
kivalasztas sorrendje kizombis? Masképp fogalmazva: Az n elemid halmaznak hany darab k elemi részhalmaza
van.

o Az n elem@ halmaz £ elemt részhalmazait az #» elem £-ad osztilyd kombinacidinak nevezzik és

C/f-val jeloljiik. (72£)
! n
o nkilénb6z6 elem k-ad osztalya kombinacijanak szama: Ch :#:(kj (n alatt a & =
n—k)-k!
binimidlis egyiitthatd)

e Binomialis tétel: Ha a és b tetsz6leges valds szamok és n pozitiv egész szam, akkor:

(@a+b) = [g}q” + U]a""b’ ot [I;Ja""b” ER (nliljab”" § (:]b”. (a+b) = i(?]a”"'b"
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Kisérlet, esemény, elemi esemény, eseménytér, gyakorisdg, relativ gyakorisdg,
valészinliség, binomidlis eloszlds, hipergeometrikus eloszlds

Az azonos korulmények kozott megismétlds, illetve megismételhets jelenségeket kisérletnek  nevezzik.
Eldonthetjiik, hogy egy bizonyos szempontbdl mi lett a kisérlet kimenetele, azaz egy esemény bekovetkezett-e, vagy
sem. Egy valoszintségi kisérlet lehetséges konkrét, egyféleképpen el6forduld kimenetelei az elewi esemeények. (Példaul:
az egy kockaval dobunk kisérletnél, konkrét kimenetel a paros dobas, de nem elemi, hiszen vagy 2, vagy 4, vagy 0.)
Az elemi események halmaza az eseménytér.

Egy véletlen esemény valdszinGségérdl tijékoztatast kaphatunk, ha egymas utan nagyon sokszor, egymastol
fuggetlentl elvégezziik a kisérletet, és megfigyeljilk, hogy a véletlen esemény hanyszor kévetkezik be. A megfigyelt
esemény bekovetkezésének a szamat gyakorisagnak nevezzik. Ezt a szamot elosztva a kisérlet szamaval az esemény
relativ gyakorisagat kapjuk. Ez az érték a véletlentdl fugg.

Ha a kisérletet nagyon sokszor elvégezziik, akkor a relativ gyakorisag mar mutat valamilyen stabilitast. Talalunk egy

olyan értéket, amelyik kériil ingadozik. Ezt nevezziik az A esemény valdsginiiséoének.

Ha a kisérletnek véges sok lehetséges kimenetele van és ezek mind egyforman valdszindek, akkor a kisérletet
klasszikus valoszintségi kisérletnek nevezziik. Ekkor egy a kisérletben el6fordulé A eseménynek a valdszintsége

k
P(4)="= képlettel szamolhato.
o

Ha egy kisérlettel kapcsolatos események egy geometriai alakzat részhalmazainak feleltethetéek meg ugy, hogy az
egyes események valdszinlsége a megfelel6 alakzat mértékével (hossz, tertlet, térfogat) aranyos, akkor az
események ¢és valoszinlségeik geometriai valoszinlségi mezot alkotnak. Ha a kisérlettel széba j6vé alakzat teljes
mértéke (hossz, terilet, térfogat) M, és az A eseménynek megfelel§ alakzat mértéke pedig 7, akkor az A esemény

valészindsége: P(A) = %

Legyen egy olyan kisérletiink, amelynek csak két kimenetele lehet, ezek egymas komplementer eseményei (A és Z)

és az A esemény bekovetkezési valoszinlsége p. A kisérletet #-szer elvégezziik, akkor annak a valdszintisége, hogy

n _
az n db kisérletb6l az A esemény éppen k-szor kévetkezik be kiszamithato: P(A):(kj- p* -(l— p)” YAzt
mondjuk, az A esemény eloszlasa binomidlis eloszlast kovet.

Ha van N kilénb6z6 elemiink, melybdl M rendelkezik egy bizonyos tulajdonsaggal. Végezziink kisérletet: Vegytink
ki az N db elembdl n db-ot, és hatarozzuk meg annak a valészintiségét, hogy koziilik éppen k db rendelkezik az M

ey
Y

tulajdonsaggal. Ennek a valoszinlsége: p = Az mondjuk a vizsgalt esemény hipergeometrikns

eloszlast kovet.



Feladatok:
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11.

12.
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14.

11-tag oviscsoport tagjai kozt két labdat sorsolunk ki. (A labdak egyformak, egy gyerek nem kaphat két labdat.)
a. Hanyféle eredménye lehet az ajandékosztasnak?
b. Hanyféle eredmény lehet, ha tgyeliink arra, hogy az egyik labdat fit, a masikat lany kapja? (A csoportban 6 lany és
5 fid van.)
c. Ugyanitt 1 db focilabdat és 2 db (egyforma) péttyds gumilabdat sorsolunk ki.

Hanyféleképpen oszthatjuk ki a labdakat, ha senki sem kaphat 2 labdat? (Két ' ‘
kiosztas akkor killénb6z6, ha nem pont ugyanazok kapnak ugyanazt.) . ‘ ‘
Nyuszikat elkildi anyukdja a virdgboltba, hogy nyuszinagyi szlletésnapjara vasaroljon 3 db piros és 6 db sarga

tulipanhagymat. Nyuszika hazafelé ugrandozik, igy a tulipanhagymak Gsszekeverednek és 1 el is veszik. Sebaj, eltiltetik a
nyolc hagymat, azok kikelnek. Kialakul egy szinsorrend. Hany kiilonb6z6 szinsorrend alakulhat ki?

6 db fehér és 2 db piros tulipanhagymat Ultetlink egy viragladaba. Hany olyan sorrend képzelhetS el, amelyben a
pirosak nincsenek egymds mellett?

A 0,1,2,3,4,5 szamjegyekbdl hany hatjegyd 5-tel oszthat6 szam készithetd, ha minden szam csak egyszer szerepelhet?
Hany hétjegyl paros szam készithet6 a 0,1,1,1,2,2,3 szamkartyakbol?

Hany olyan hatjegyd szam van, melyben a szamjegyek szorzata paros?

Hany olyan nyolcjegyd kettes szamrendszerbeli szam van, melyben 3 db 0 szamjegy szerepel?

Egy tudés tarsasag az emberek fogazatat vizsgalja. Az alapjan osztalyozzak a fogazatokat, hogy az egyes fogak hianyoznak-
e valakinél vagy nem. hany ember megvizsgalasa esetén lehet biztos a tarsasag abban, hogy van a vizsgalt személyek kozott
kett6, akiknek megegyezik a fogazata? Es akkor, ha a vizsgalt fogakat 3 csoportba osztjak: egészséges, kezelt, hidnyzik?

Egy 8x8-as sakktablan legfeljebb hany bastyat lehet elhelyezni ugy, hogy egyik se Usse a masikat? Hany ilyen elrendezés
lehetséges?

Hany olyan 5-jegyd szam van, amelyben a szamjegyek csokkené rendben kévetik egymast?

A kézvélemény kutat6 intézet tobbféle kérdbives felmérést végzett a szavazopolgarok kérében. A kérdsiveken mindegyik
esetben 6 politikai part neve szerepelt.

a. Az egyik kérdSiven a valaszadoknak egyéni szimpatia alapjan kellett sorba allitani a partokat. Hanyféle valasz
lehetséges?

b. Egy masik kérd6iven harom, a valaszadd altal leginkabb elutasitott partot kellett sorba allitani.. Hanyféle
valasz lehetséges?

c. A harmadik alkalommal a hat part kozil annak a haromnak a nevét kellett alahuzni, amelyekre nem szivesen
szavazna a valasztopolgar. Hanyféle valasz lehetséges?

d. A negyedik alkalommal azt kérték a valaszadoktdl, hogy aldhuzassal jeldljék meg mindazokat a partokat,
amelyeknek parlamentbe jutasat nem ellenzik. Hanyféle valasz lehetséges?(126)

Hany olyan hatjegyti szam van, amelyben minden el6fordul6 szimjegy annyiszor szerepel, amennyi a szamjegy értéker
(EEFGY: 110)

Hanyftéle lyukasztas allithat6 be a buszjegy-lyukaszton, ha a szerkezet legalabb 2, legfeljebb 4 szamot lyukaszt ki a 9 kozil?
(111)

Az allatszelidité 6t oroszlant (Bozontos, Hangos, Le6, Mérges, Pajkos) és négy tigrist (Akaratos, Enekls, Orditozo,
Unalmas) akar kivezetni a porondra. Hanyféleképpen allithatja Sket sorba, ha két tigris nem jGhet egymas utan? (1106)
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100 db késziilék 12%-a hibas. Hanyféleképpen lehet 10 késziiléket kivalasztani ugy, hogy a kivalasztottak k6zott
a. nelegyen hibas?
b. mind hibas legyen?
c. pontosan 5 hibas legyen?
d. legalabb 1 hibas legyen? (190)

Egy dobdkockaval 10-szer dobva hanyféle olyan kiillénb6z6 sorozatot kaphatunk, amiben van legalabb egy hatos?
Egy csomag magyar kartyabol hizzunk ki taldlomra hat lapot. Hany esetben lehet a kihtizott lapok kozott két tizes? (4058)

Egy csomag magyar kartyabol kihuzunk 10 lapot. Hany esetben lesz a kihtzott lapok kézott
a. legalabb 7 z6ld?
b. legfeljebb 7 z61d»(4082)

Egy 32 lapos magyar kartyabdl talalomra kihtzunk 8 lapot. Hany esetben lehet a kihtzott lapok kézott két piros és két
hetes? (4057)

Tizenegy tanulé harom csénakot bérel: egy kétiilésest, egy négyiiléseset és egy Gtiilésest.
a. Hanyféleképpen foglalhatnak helyet a csénakokban?
b. Hanyféleképpen foglalhatnak helyet a csénakokban, ha Akos és Dénes egy csonakba akar kertilni?

Egy tanteremben 7 kiilénb6z4 vilagitotest van. Hanyféleképpen lehet megvilagitani a helyiséget, ha
a. pontosan 3 lampanak kell égnie?
b. legalabb 6t lampanak kell égnie?
c. legfeljebb 8 lampanak szabad égnie? (163)

Hatarozd meg azoknak az 6tjegyl szamoknak a szamat, amelyek legaldabb egy 1-est tartalmaznak!(189)

500 db tojasbol 30 % L-es, 50% M-es a tobbi S-es méreti? Hanyféleképpen lehet kivalasztani 20 db tojast ugy, hogy
mind S-es legyen?

ne legyen koztik L-es?

pontosan 3 S-es és 4 M-es legyen?

legalabb egy S-es legyen?

legfeljebb 3 S-es legyen?

o0 T

A 30! hatnak melyik legnagyobb hatvanyaval oszthat6?

Valészinliségszamitas

25.

Egy lovagi tornan 8 lovag indul. A verseny paros mérkézésekkel, kieséses médon zajlik. Az elsé forduldban 4 mérkézés
van, a négy gyéztes megy tovabb a masodik forduléba. ott két mérkézés van, és ennek a két mérkSzésnek a két gySztese
vivja a dontSt. A szervezbk készitenek egy tablazatot — ime:

L] L]

Ezutan a nyolc lovag nevét véletlenszertien (sorsolassal) beitjak az els6 sorba, aztin ahogy lemennek a forduldk, mar nem
varialnak, tudjak, ki kivel fog jatszani. A kiraly a nyolc lovag kdzt két lovagot tart a legjobbnak, és titkon azt szeretné, hogy
6k vivijak a dont6t. Ha feltesszik, hogy a két lovag tényleg jobb a tébbi hatnal —tehat biztosan legy6zik az ellenfeleiket
(egymast kivéve) — akkor a sorsolas véletlenszerlségét figyelembevéve mekkora annak az esélye, hogy olyan sorsolas
sziillessen, amelynél a két legjobb tényleg csak a dontében fog Osszekeriilni? (Nem verik ki egymas egy alacsonyabb
forduloban.)
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Egy bolha ugrdl egy szamegyenesen véletlenszeren. Az origbbdl indul, feldob egy kicsinyke pénzérmét, ha fej, egy
egységnyit ugrik jobbra, ha iras egy egységnyit balra. A bolha nyolcszor dobja fel a pénzérmét, nyolcszor ugrik tovabb,
mindig onnan, ahol épp akkor all. Mekkora az esélye annak, hogy nyolc ugras utan ismét visszatér a kiiindulasi helyére (az
origbba)?

10 diak koézott egy focilabdat és két (teljesen egyforma) kosarlabdat sorsolunk ki gy, hogy egy didk max. egy labdat
kaphat. Mekkora a val6szinisége annak, hogy Lajoska (az egyik diak a 10 koziil) kosarlabdat kap?

Julesi minden reggel egy 15 1épcséfokbdl allé 1épesédn kell felmenjen az iskolaba menet. 1-et, vagy 2-t 1ép a 1épcsén, kedve
szerint teljes Osszevisszasagban. Minden feljutasi lehet6sége egyforman esélyes. Mekkora a val6szintsége, hogy Julcsi ralép
a 8. (k6zépsd) lépesbtokra?

Népi joslas: 6 db egyforma fonalat a markaba vesz egy lany, dgy hogy mindkét oldalon kilég a 6-6
fonalvég. A lany baratnéje alul és felil Gsszecsomozza kettesével a fonalvégeket (véletlenszerden). A
fonalat tart6 lany férjhez megy a tavasszal, ha a fonalakat a markabdl kivéve, azok egyetlen lancca allnak
Ossze. mekkora ennek a valdszintsége?

Egy kémives elvallalja egy konyha jarolapokkal valé burkolasat. A burkolashoz 4 doboz jarélap kell. A megrendel6 bizik a
mester {zlésében, rabizza a szindsszeallitast. A kémives elmegy a boltba, és megnézi a valasztékot. Van a boltban 7 doboz
sziitke és 5 doboz barna jardlap. Szép ez a sziirke! — gondolja. J6 lesz az egészet ebbdl késziteni. De a barna is szép! —
abbdl is lehetne. Aztan azt gondolja, fele-fele is j6 lenne, valtakozva sakktablaszertien. Végil a tiszta szlirke mellett dént,
kér 4 doboz sziitke jarélapot. A raktarost megkéri, tegye be a kocsijaba, addig 6 elmegy a kasszahoz. A raktaros ige
rosszkedvl aznap, és nemtér6dém modon bepakol talallomra 4 dobozt a kocsiba. (Minden doboz egyforman esélyes.)
Mekkora az esélye annak, hogy a kémuves meglatva a helyzetet, izlése szerint bele tud nyugodni a kocsiban talalt jarélapok
szinvalasztékaba?

Egy gyufagyarban a minéség-ellenérzés soran megallapitottak, hogy 0,95 valdszintséggel van pontosan az elbirt
(szabvanyos) 50 szal gyufa a dobozban, s csak 0,05 eséllyel t6bb vagy kevesebb. (2923)

a. Mekkora az esélye, hogy 5 doboz gyufat véve mindegyikben pontosan 50 szal van?

b. Mekkora az esélye, hogy legalabb két dobozt talalunk az 5 doboz k&z6étt, amelyik nem szabvanyos?

Egy varosban a tapasztalatok szerint az utasok 6%-a jegy nélkiil utazik a metrén. Mekkora annak a valészintisége annak,
hogy egy 50 utast szallité kocsiban

a. pontosan 2 potyautast talalnak?
b. legalabb 3 potyautast talalnak?
c. Hany utas k6zott talalunk 90%-os valoszintséggel legalabb egy potyautast? (2927)

Egy hosszu élettartamd villanyég6t tgy hirdetnek, hogy az égék 80%-a minimalisan 10000 6rdig ég. Egy konkurens cégnél
ugy gondoljak, hogy ez tulzds. Vesznek 20 égbt, és megmérik az élettartamukat. Azt tapasztaljak, hogy 7-nek a
meghirdetett 10000 6ranal kevesebb volt az élettartama, ezért panaszt emelnek a gyarté ellen. Mennyire megalapozott a
panaszuk? Vilaszod szamitassal indokold! (2933)

Egy kor alaka céltablara véletlenszerd 16vés érkezik. Mi a valdszinlsége, hogy a 16vés helye kozelebb lesz a kor
kézéppontjahoz, mint a hatarol6 vonaldhoz?
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A kis szekrényen 4all egy 20 cm oldalu szabélyos haromszog alakd 6ratok, melynek szamlapja a haromszog beirt kére. A
szamlapot tiveg fedi, ezen jol megtapad a gyurma (az 6ra t6bbi részérdl konnyen lecstszik). Bence és Beni mar vagy fél
6raja kis gyurmadarabokat dobalnak az érara, és az dratokot biztosan el is talaljak. Mekkora valésziniséggel talalja el a
kévetkezé (5109)

a. dobas a szamlapot,

b. két dobds a szimlapot, mig a harmadik lecsuszik?

c. Ot dobasbdl harom a szamlapot, mig a t&bbi lecsuszik?

Egy intervallum belsejében véletlenszertien kivalasztok egy P pontot. Mennyi a valoszindsége annak, hogy a P pont
kézelebb van a felez&ponthoz, mint barmelyik végponthoz?

Két ember talalkozot beszél meg. 6 és 7 o6ra kézott véletlenszerden érkeznek meg a megbeszélt helyre, és varnak tarsuk
érkezéséig. Mekkora annak a valdszintsége, hogy az el6bb érkezének 10 percnél tobbet kell varnia?

Nyuszika minden reggel 7:35 és 8:00 kozott véletlenszerden (egyenletes eloszlasban) kimegy a megalloba, majd villamossal
megy az iskoldba. A tanitas 8:00-kor kezdédik, Nyuszi a villamossal 15" alatt ér az iskoldba. Az egyik villamos 7:40 - 7:50
kozott véletlenszerten, érkezik a megalloba. A kdvetkezd 8:00 és 8:10 kozott ugyanigy. Mekkora az esélye annak, hogy
Nyuszi id6ben ér az iskolaba?

Egy szabalyos haromszog alakil céltablaba véletlenszerii 1o6vések érkeznek. A céltablat egybevagd
kisebb szabalyos haromszogekre osztottuk fel €s szineztitk ki kékkel az alabbi abrakon lathatd
modon. A felosztas soran az eredeti hdromszog oldalait n > 1 (n € N) egyenld részre osztottuk.

N = \ =4 .--_H =10

Mekkora valoszintiséggel taldlja el a 16vedék a céltabla kékkel festett részét, ha

a) n=2, b) n=4. ¢) n=257?
Ha n > 1 tetszoleges pozitiv egész szam lehet, akkor milyen hatdrok kozott valtozhat a talalati va
16szintiség?
[-5;15]

intervallum lathaté. VéletlenszerGen felvillannak e szakaszon egyes

pontok. Jelentse az A esemény azt, hogy a felvillan6 pont a ]O ; 5[ intervallumba esik, B pedig azt, hogy a [3 ; 10]
meg, hogy mely intervallumban lehet a felvillané pont, hogy a kévetkezé események teljesiiljenek!

Egy szamitégép monitorjan egy szamegyenes

-be. Add

a. A-B
b. A+B
c. 4-B
d A+B

Kozuti forgalmi ellendrzések €s meérések sordan megallapitottdk, hogy egy adott varosban a jarmi-
vek 50%-a személyautd, 35%-a teherautd, a fennmaradé rész pedig egyéb kategoriaba sorolhatod
jarmi. A személyautok 15%-andl. a teherautok 20%-anal. az egyéb kategoridji jarmiivek 35%-
anal valami miiszaki probléma fedezhetd fel.

Ebben a varosban egy jarmiivet megéllitva mennyi annak a valosziniisége, hogy

a) amiiszaki allapota kifogasolhato;

b) ha a miiszaki allapota kifogasolhatd. akkor teherautd?
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