A kor egyenlete

A legutdbbi levezetésbdl kideriilt, hogy a kor kanonikus
(szabalyos) egyenlete a megadott alakban irhat6 fel, ahol

x, és y, a kor kézéppontjanak koordinatai, 7 pedig a kor K(20,10) 5 ot Breplient apybnlere:

sugara.

Az egyenletbdl kévetkezik, hogy barmely kornek az egyenlete (o — 5130)2 e-{— ?}0)2 =g

mdsodfokdi kétismeretlenes egyentet.

Vajon barmely masodfoku kétismeretlenes egyenlet kor I

egyenlete?
Vizsgaljunk meg egy altalanos masodfoku kétismeretlenes egyenletet:
Ax*+B y2 +Cxy+Dx+Ey+F=0 ahol 4,B,CD,EF €R, milyen feltételek mellet jutunk a kor kanonikus
egyenletéhez?

1) Az egyenletben nem lehet xy-ostag, tehat sziikséges, hogy C=0 legyen.

2) Azis latszik, hogy a négyzetes tagok egyttthat6janak egyformanak kell lennie, és nem lehet nulla. A =B # 0

Tehat a kor egyenlete: AX* + Ay* +Bx+Cy+D=0 A#0
Vajon kort allit el6 minden ilyen alakd méasodfoku kétismeretlenes egyenlet? Vizsgaljuk meg, hogy atirhaté-e kanonikus

alakba? Ehhez, -ahogy azt mar csinaltatok-, teljes négyzetté kell alakitani a baloldali kifejezést.

AX*+ Ay’ +Bx+Cy+D=0 /:4 A#0

Tehat eljutottunk a kor normdlegyentetéhez, azonban hogy ez az

B C D
x>+ y2 +—x+—y+—=0 egyenlet valéban kort allitson el6, ahhoz sziikséges, hogy a jobb
4 4 oldalon pozitiv szam alljon (Hiszen ez lesz a kor sugaranak a
2 2
X +£ n +£ D _ B’ 4 C’ négyzete.) Ehhez a feltétel, hogy B+ C” >4 AD
24 24) A 44 44
BY CY B+C’-44D
Xt— | +|y+— | =————
24 24 44

Osszefoglalva: Ahhoz, hogy egy masodfoku kétismeretlenes egyenlet kér egyenlete legyen, harom feltételnek kell teljesiilnie.

e Az egyenlet ne tartalmazzon xy-os tagot.
e Az egyenletben az x?-es és az y?-es tag egyiitthatdja (0-tol kilénb6z6) azonos szam kell legyen.

e Teljes négyzetté kiegészitéssel az (x - X, )2 + (y =Y )2 =7 alakra hozva a jobb oldalon pozitiv szam alljon.
Kor és egyenes egymdshoz viszonyitott helyzete

a) metszik egymast (két kéz6s pont)

b) érintik egymast (egy kozos pont) o o <l
¢) nincs k6z6s pontjuk. O
%



Egymast metsz6 kor és egyenes kéz6s pontjainak koordinatai kiszamitdsahoz olyan szamparokat kell keresntink, amelyek
kielégitik a kor egyenletét is, és az egyenes egyenletét is. Ez a kor egyenletébdl és az egyenes egyenletébdl allo
egyenletrendszer megoldasat kivanja. Az egyenletrendszer (valamelyik valtozéban) masodfokd egyenlet megoldasara vezet.

Ha a kapott masodfoku egyenlet ax” +bx +c¢ =0 a # 0 diszkrimindnsa (D =b’ - 4ac)

e pozitiv, az egyenletrendszernek 2 megoldasa van, tehat a kor és egyenes metszik egymast.
e nulla, akkor 1 megoldas van, tehat érintik egymast.

e negativ, akkor nincs megoldas, tehat a két alakzatnak nincs k6z6s pontja.

Feladatok

1. Milyen helyzetli egymashoz képest az (x - 4)2 + (y + 2)2 =10 egyenlet( kor és a 3x + y = 20 egyenleti egyenes? Ha
van kéz6s pontjuk, akkor hatarozd meg koordinatait!

Végeredmény: Egy kozos pontjuk, van, tehét az egyenes érintSje a kornek. Az érintési pont koordinatai: E (7,‘ —1)

2. Milyen hossztiségd hurt metsz kiaz X° +y° —8x —4y =0 cgyenletii kdr, az X =3y —2 egyenletii egyenesbél.

Utmuntatis, végeredmény: Az egyenletrendszer megoldasanal ne hasznalj kozelité értékeket. A hir hossza: 4 \/g
Plusz kérdés: A kapott szakasz hossza éppen az atmér6. Honnan lehetett volna ezt a metszéspontok kiszamitasa nélkiil
megmondani?

3. Add meg az (x + 2)2 + (y - 3)2 = 29 egyenletli kornek a 3-as abszcisszaji pontjaiba htizott érintSk egyenleteit!
Utmutatisok, végeredmeény:

e Az abszcissza egy pont els6, azaz x
koordinatajat jelenti.

e Behelyettesitve a kor egyenletébe x=3-
t, szamitsd ki van-e (hany db van) a
kornek 3-as abszcisszaju pontja. Van,
kettd is.

o Készits vazlatot! Szerkeszd meg az
érintéket.

Kor adott pontjaba hazott érinté

merdleges az érintési pontba hazott

sugarra. Ez a tétel segit megallapitani a

kérdéses érint6k normalvektorat. (T10lg g .7

o lrd fel az érintSk egyenletét!
e:5x+2y=25
f:5x—-2y=13

4. Egy egyenlé szari haromszog alapjanak végpontjai A(—l;3) és B(3 ,‘—3), korilirt korének egyenlete:
13 15

X +y — ? x —3y —? = 0. Szamitsd ki a haromszog ismeretlen cstcsanak koordinatait!

Végeredmeény: Két megoldds van: C, (7;4) és C, (_%;_lj



5. Vizsgild meg, hogy milyen helyzetd a P(-2 ; 2) pont az (x —5)2 + (y —1)2 =10 egyenletli korhoz képest! Ha van a

kornek olyan érintdje, amely illeszkedik a P pontra, akkor ird fel az egyenletét!

Utmutatisok, eredmények:

o Az elsé kérdés az, hogy a P pont a kér belsé pontja, rajta van, vagy kiilsé pont? Ezt dontsd el!

o Haa kér koézéppontja K, akkor |PK| donti el a kérdést.

o Mivela |PK|>~/50 =T, ezért P kiils6 pont.

e Kils6 pontbdl hizhaté a kérhoz érintd, raadasul kettd is. (Ezen érintGszakaszok hossza megegyezik.)

e El6szor oldd meg a problémat szerkesztéssel!

Feladat: Szerkessz adott kérhoz, adott kilsé pontbdl érintSket!

Készits vazlatot! Adott a £ kor és P kiils6 pont.

Mivel az érinté merbleges az érintési pontba huzott sugarra, ezért a KPE, és KPE haromszgek derékszoglek.

O
O
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Vagyis a két érintési pont rajta van a KP szakasz Thalesz korén.
Szerkeszd meg az érintSket!

e Most tegyiik 4t a problémat koordinatarendszerbe.

O

2 2
. 3 3
Ird fel a PK szakasz Thalesz-korének egyenletét! (x - EJ + (y - Ej =125

Keresd meg a két kér metszéspontjaitl Ez két db kétismeretlenes masodfoka egyenletbSl allo
egyenletrendszer megoldasat jelenti.

A miuveletek elvégzésével hozd normalalakra mindkét kéregyenletet.

A kapott két masodfoku, kétismeretlenes egyenletet egyikébdl vond ki a masikat. (A négyzetes tagok

kiesnek, marad egy kétismeretlenes, els6foku egyenlet, egy egyenes egyenlete. h: —7x+y+24=0)

Ez az egyenes a két kor hatvanyvonala.

Definicio: A sikon két koér hatvanyvonaldn azon pontok halmazat értjitk, melyekbdl azonos hosszusaga
érint6k hazhatok a kérhoz. (Bz az egyenes a két kor kozéppontjat 6sszekétd szakaszra merdleges, mely
athalad a két kér metszéspontjan.)

Fejezd ki az egyenes egyenletébdl az egyik ismeretlent (y-t alkalmasabb), majd helyettesits vissza valamelyik
kor egyenletébe. Az {gy kapott x-re masodfoku egyismeretlenes egyenletbdl hatirozd meg a gyokoket. Ezek

lesznek a két kor metszéspontjanak abszcisszai (x koordinatai) X, =4 X, =3,2



o A hatvanyvonal egyenletébe, vagy barmelyik koregyenletbe helyettesitve kijénnek a metszéspontok
ordinatai (y koordinatal) y, =4 'y, =-16
o Ezek utin mar ,,csak” fel kell irni a PE; illetve a PE, pontokon athaladé egyenesek egyenletét, mely a k
e, —x+3y=28

korhoz a P kiilsé pontbdl huzott érinté egyenlete.

e, 9x+13y =38

| -Tx+y=-24

9x+13y=8

9 10 11

6. Adottaz (X - 2)2 + (y + 3)2 =50 egyenlet(i kor, ésa P (—4,‘ 5) pont. Hogyan helyezkedik el egymashoz képest a pont

és a kore? Ha kilsé pontrdl van szo, akkor ird fel a pontbdl a korhéz hizhaté érinté egyenletét!

Utmutatisok, végeredmeény:
e Ez a feladat pontosan ugyanaz, mint az el6z6, azzal a killonbséggel, hogy a két kér hatvanyvonala, most kicsit
bonyolultabb: h : 6x —8y+14=0. Igy amikor kifejezed az egyik ismeretlent tortes kifejezést kapsz, és azt kell

visszahelyettesiteni valamelyik koregyenletbe. Tehat ez a feladat elméletben ugyanaz, mint az el6z6, de
szamolastechnikailag nehezebb. Kizdj!!

e Tx—y=-33
e,  x+7y=31

A kévetkez6 oldalon érdekl6d6k némi kiegészitést talalnak még a témahoz.



Kiegészités:

Kirhoz hiizott érinti- és szeldszakaszok tétele: A kérhoz egy kilsé pontbdl huzott érintészakasz mértani kozepe annak a két
szakasznak, amelyek a kiilsé pontra illeszkedS barmely szelén a
ponttdl a kérrel alkotott metszéspontokig terjednek.

A bizonyitas a PEA és a PBE haromszogek hasonlésagabodl
kovetkezik. (Van egy k6z0s szogik, és E-nél és B-nél az EA fvhez
tartozo kertleti sz6g van.)

Pont kirre vonatkozd hatvanya: A pont korre vonatkozé hatvanya vagy egy pont korhatvanya az euklideszi
sikgeometriaban egy ponthoz és koérhéz rendelheté mennyiség,

értéke: h, :d’>—1> =PE =PA-PB

A korhatvany el6jele a pont korh6z viszonyitott helyzetétdl fuge:

e haa ponta koron kiviil van a hatvany pozitiv,

e ha a pont a koriven van, nulla,

e ha a pont a koron beltl van negativ a hatvany, érinté nem
huzhato, a hatvany abszolut értékének gyokét a PK egyenesre merdleges szel6vel kaphatjuk meg

Két kir hatvanyvonala: Azon pontok halmaza a sikon, melyekbdl azonos hosszisaga érinték huzhatok a korokhoz.
Feladat. Adjuk meg azon pontok mértani helyét a sikon, ahonnan egyenlé hosszusagu érint6k huzhatéak két adott korhoz!

Megoldis: Helyezzuk a két kort kozos koordinatarendszerbe. Az O koézéppontd, 11 sugaru kor legyen az origéban, mig az
O2 kézéppontu 12 sugard kor kézéppontjanak koordinatija legyen Oz(d;0). Vegylink fel egy P(x;y) pontot, ahonnan két

egyenld ’a” hosszisagi érint6 huzhat6 a két korhoz!
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Az O1PoP és az O1E 1P haromszbgek derékszégliek, atfogdjuk megegyezik, felirhato a Pitagorasz-tétel:

01P02 + P0P2 = OIP2 = OIE12 + EIP2 ()2P()2 + P()P2 = 02P2 = OzEzz + E2P2
Hasonloban: 5
X' +y' =1’ +a’ (d=x) +y’=r"+a’
d’+r’ -1

A két egyenletet egymasbdl kivonva, y kiesik, x-re rendezve: X = kifejezést kapjuk, mely egy egyenes egyenlete,

ami merdleges az x tengelyre.

Ha a két kor metszi egymast, akkor ennek a meréleges egyenesnek lesznek olyan pontjai, ami a kdrékon beliil van, {gy innen
nem huzhat6 érinté.

Fogalmazzuk dt a feladatot! Adjuk meg azon pontok mértani helyét a sikon, ahonnan a pont két adott kérre vonatkozé
hatvanya egyenlé! Igy a belsé pontokra is értelmezhetjiik a feladatot, tehat az egész egyenes j6 megoldast ad. Ezt nevezzik
hatvanyvonalnak. A levezetés soran leosztottunk d-vel, igy meg kell nézniink az esetet, amikor d=0, tehat amikor a két kor
kézéppontja egy pontba esik. (Ezt most nem részletezziik.)

Diszkusszio e

Ha a két kor metszi egymast, akkor a hatvanyvonal a metszéspontokon atmend egyenes,
mivel a két metszéspont korékre vonatkozé hatvanya mindkét esetben 0. Igy ez a két
pont rajta van a keresett egyenesen, de meg is hatirozza azt.

Ha a két kor érinti egymast (akar kiviilrdl, akar belilr6l), akkor a hatvanyvonal az
érintési ponton athaladé, O1, Oz szakaszra merdleges egyenes lesz.







