Skalaris szorzat a-b =|a|-|b|-cos, ahol 0° < v < 180°

A vektorok kozott eddig a szorzast nem értelmeztiik. Van-e ennek értelme, sziikség van-e erre egyaltalan?

Gyakran el6fordul, hogy a matematika fejlédését mas tudomanyteriiletek mozditottak elS, ez tortént a vektorok
esetében is. A fizikaban léteznek vektormennyiségek, ilyen pl. az eré és az elmozdulas. E két mennyiség kozott
kapcsolat van, hiszen az er6 hatasara jon létre az elmozdulas. Azt is tanultatok mar, hogy a munka egyenesen aranyos
mindkét mennyiséggel. Mindketté vektormennyiség, de a munka skalaris mennyiség. Azt latjuk, hogy két vektorbol
egy szamot kapunk eredményl.

Fizikai értelemben munkavégzésrél akkor beszéliink, ha egy test er6 hatasara elmozdul.

e Haalland6 F er6 hatasara az erd iranyaban s uton elmozdul a test, akkor F
az er6 munkaja: W=F-s z

e Haalland6 F eré hatasara az elmozdulas a szbéget zar be az er

iranyaval, akkor s Gton az er6 munkaja: W=F-s-cosa

Ehhez hasonlé szorzattal kés6bb is gyakran talalkozunk. Konnyebb lesz a dolgunk, ha —fizikai jelentésiiktdl eltekintve-
a két vektor abszolut értékének és a bezart szog koszinuszanak szorzatara killon elnevezést vezetink be. Ez a harom
tényez6 szam, szorzatuk is szam, skalaris mennyiség. Ezért két vektorbdl ilyen médon képzett szamot a két vektor
skalaris szorzatanak nevezziik.
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Definicio: Két egymassal @ szoget bezard a és b vektor skalaris szorzata (a' bj = -cosa ahol a két vektor

hajlasszogén azta 0° < <180" szdget értjik, amelyet a két L5z o PEasop £5< e Aoz 1B
vektor félegyenese bezar.

Ha a két vektor kozott van nullvektor, akkor a hajlasszog
nincs egyértelmuen értelmezve (tetszélegesnek tekintjiik), de

a nullvektor abszolutértéke miatt a szorzat nulla. Igy a skalaris

szorzat mindig egyértelmden meghatarozott.

A skaldris szorzat tulajdonsdgai, tételek
1. A skalaris szorzat két tényezGjét felcserélhetjiik, azaz a skalaris szorzat kommutativ. Bz a definiciobol kézvetlentil

kovetkezik. (Z Zj = (Z Zj

2. Skalaris szorzatot egy valés szammal ugy is szorozhatunk, hogy egyik tényez6jét szorozzuk meg a szammal. A(ab)
= (Aa)b = a(Ab)

e Ezazallitds A = 0-ra nyilvanvald.
e Konnyen belathatjuk 0<A esetén is, mert a definicié alapjan

(Aa)b= |Aa|-|b|cos(¢) = |2||a||b|cos(¢) = A(ab)

e Ha A<0, akkor bizonyitasunk torténhet gy, hogy megnézziik a A = -1 esetet, majd a masféle negativ A esetet
visszavezetjik a A=-114] glakkal a | A| pozitiv szammal torténd szorzasra.

3. Egy vektor 6nmagaval valo skalaris szorzatat a vektor négyzetének nevezziik.

o A vektor négyzeténél (ha a vektor nem 0) a két azonos vektor hajlasszége 0°. Ezért



4. A skalaris szorzat el6jele @ = a-a= |a|- |a|cos(0°) = |G|2-

Egy nem zérusvektor abszolitértéke pozitiv szam. Ezért két nem zérusvektor skalaris szorzata a cos @ elGjelétdl
fugg.

e Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor pozitiv, ha egyik sem zérusvektor, és hajlasszogiik:
0°< @ <90°.

e Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor negativ, ha egyik sem zérusvektor, és hajlasszogiik:
90° < @ < 180°.

5. Tétel: Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor 0, ha a két vektormerdleges egymasra.

e Tudjuk, hogy ha két vektormerdleges egymasra, akkor skalaris szorzatuk 0, mert ekkor
®=90" és cos®=0

e Megforditva: ha két vektor skalaris szorzata 0, akkor vagy
o a két vektorhajlasszoge 90°, azaz a két vektormerdleges egymasra, vagy

o avektorok k6zott van zérusvektor. A zérusvektor iranya azonban tetszéleges, ezért most is
mondhatjuk azt, hogy ez a két vektormerdleges egymasra.

6. Vektorok skalaris szorzata a vektorok Gsszeadasara nézve tagolhaté (disztributiv).
Minden a, b, ¢ vektor esetén (a+b)c=ac+bc.
Bizonyitas:
e Haa cvektor nullvektor, azaz ¢=0, akkor az allitas igaz, ugyanis a skalaris szorzat definicidja szerint barmely
vektornak, gy az (atb) vektornak is a nullvektorral vett skalaris szorzata=0, ezért az allitas baloldala
(a+b)0=0.

Masrészt az allitas jobb oldala: a0+ b0=0. Tehat az allitas igaz.

e Haa cvektor nem nullvektor, akkor ¢ felirhat6 az abszolut értékének és a vele parhuzamos
egységvektornak a szorzataként. Azaz c=|c|e.

igy elegendd (a+b)e=ae+t be allitast belatnunk. Hiszen ha ezt beszorozzuk | ¢|-vel, az eredeti allitast
kapjuk.

A bizonyitashoz fel fogjuk hasznalni a kévetkez6t:

A skalaris szorzat definicidja alapjan belathato, hogy egy vektornak és egy egységvektornak a skalaris szorzata az adott
vektornak az egységvektor egyenesére esé merbleges vetiletének az elSjeles hosszat adja. (Ezt hivjuk
skalarvetiiletnek.)

< 90° o= 90° 390"

ve=|v|cosx.
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Tekintsiink most adottnak az a, b és e vektorokat, ahol tudjuk, hogy | e|=1.

Toljuk ab  vektort aza vektor  végpontjaba. Az  egymashoz
csatlakoztatott a és b vektoroknak az e egységvektor meghosszabbitasara esé
skalarvetiiletiik 6sszege megegyezik az athb Osszegvektor ugyanezen e vektorra
vonatkoz6 skalarvetiiletével.
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(a+b)e

Tehat : aet+be=(at+b)e. Ezt | c| szammal végigszorozva, a bizonyitandé allitast kapjuk.
|c|ea+|c|eb=(atb)|c|e Mivel |c|e=c, ezért:

actbc=(atb)c.

Ezt kellett igazolni.



